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MATHEMATIQUES
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Coefficient 3

Lundi 25 Mai 1981 de 8 heures 8 12 heures

Nota : les deux problémes sont indépendants.
Probiéme 1

On considére le jeu électronique suivant :

un point lumineux L se déplace par sauts successifs sur un axe d’origine O, et peut a chaque
instant se situer en I’'un des cinq points Pi d'abscisses j égalesa : —2;—-1;0;1;2.

Lorsque le point L est en Pj, j élément de {— 2;-1;0;1; 2} a l'instant t, la probabilité pour
qu’il se positionne en Pk' k éléement de {-— 2;-1;0;1; 2} a l'instant t + 1 est fournie par le tableau

ci-dessous :

instantt + 1 P_, P_, Po P, P,
instant t
P_2 0 1 0 0 0
P_1 1/2 0 1/2 0 0
PO 0 1/2 0 1/2 0
P1 0 0 1/2 0 1/2
P2 0 0 0 0] 1

Par exemple, si L est en P, a I'instant t, il se positionnera en P_,; avec la probabilité 1/2, ou en P,
avec la probabilité 1/2.

On suppose qu’a I'instant initial t = 0, le point lumineux L est en Po-

Question 1
Déterminer les probabilités de chacun des trois événements suivants :

1.1. De I'instant t=0 a l'instant t = n inclus, le point lumineux ne s’est positionné ni en F‘_2 ,
~nien P2 -
1.2. Delinstant t=0 al'instant t = n, n > 0, le point lumineux ne s’est jamais positionné en P_,

et il se positionnera en Pz pour {a premiére fois 3 'instant t=n.

1.3. Le point lumineux ne s’est jamais positionné en P_, et se positionne en P, pour la premiére
fois.
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Question 2

On désigne par X | la variable aléatoire qui prend pour valeur I’abscisse du point lumineux &

Finstant t = n.
2.1.  Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X; , i=0;1;2;3;4.
Calculer I'espérance mathématique et la variance des variables aléatoires X, , i=0;1;2;3;4.

2.2.  Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couplé (X3, X4).

Question 3
3.1. Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de la loi de probabilité de X_ .
n+1 n
3.2.  Ondésigne par a, la probabilité de I'événement “X_ = 0”. Etablir une relation-de récurrence
delaformeaa, , , +Ba, +va,_, =0,n=2.
3.3.  Déterminer toutes les suites (u ) ne vy réelles vérifiant la relation de récurrence :
au, 49 TBu, +yu,_,=0,n=21.

3.4. Endéduirea . Démontrer que la suite (a,) ne IN converge et calculer sa limite.

Probléme 2

On désire étudier sur un certain nombre d’années les mouvements migratoires d'une population
lors des vacances d’été.

L’'observation de cette population a conduit a la construction d’un modéle mathématique dont
les hypothéses sont les suivantes :

Hypothése 1

Le territoire sur lequel évolue la population durant ies vacances d’'été est divisé en trois régions,
notées 1, 2, 3.
Hypothése 2

Chaque année, tout individu de la population étudiée choisit une région et une seule pour y
passer toutes ses vacances d’éte.
Hypothése 3

Le choix d’une région par un individu pour y passer ses vacances d'été est un phénoméne
aléatoire qui evolue dans le temps a partir d’une année initiale appelée année 1.

On note A, (n) , pour i élément de {1;2;3}etn = 1, I'événement : “choisir la région i pour y
passer ses vacances d'été, I'année n” et o, (n) =P [A, (n)], ay (n) =P [A, (n)], aq(n) =P [A4 (n)]

les probabilités de choisir I'année n, respectivement les régions 1, 2, 3 pour y passer ses vacances d’été.

Hypothese 4

@ (1) =0,2; 0, (1) =0,45; a3 (1) =0,35
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Hypothése 5

La probabilité de choisir la région i, 1 < i < 3. pour y passer ses vacances |'année n + 1,
ne dépend que du choix effectue I'année n .

On note a; = PIA; {n+ 1)/A‘: (N)] ,1<i<3,1<j<3,iaprobabiiité de choisir la region !
I‘année n + 1, sachant que l'année n , on a choisi la région j .

. . PR ) - - .
On suppose que, quels que soient i , j éléments de {1 :2:34¢, & est indépendant de l'année
considerée et que les 3 sont les éléments de la matrice M suivante !

a3 a5y 313 03 0,1 06\
M=1{ ay, ay a,y |=1{ 05 03 0,2 ;
\ ag; a3 agz/ 02 05 02/

/

Hypothése 6

On suppose que !3 population étudiée reste inchangee durant toutes g3 aindes Crises en
considérztion dans ce modele.

Question 1

1.1.  Soit B_ I'événement “choisir chaque année la région 2 durant les n premiéres années” .
Calculer ia probabilité P (B4} de l'événement B,.
Exprimer la probabilité P (B ) de I’événement B,, en fonction de n .

1.2.  Sachant qu’un individu choisit la région 1 I’année 2, quelle est la probabilité qu’il ait choisi
larégion 2 I'année 1 ?

1.3.  Calculer la probabilité pour qu'un individu change de région entre la premiére année et la
' deuxiéme année.

Question 2

2.1. Exprimer, en la justifiant, une reiation entre les matrices
a, {n+1) a, (n) oy (n+1) a, (1)
a, (n+1) Jet a, (n) puis entre les matrices | a, (n + 1) ] et a,y (1)
oz (n+1) oy (n) oy (n+1) ay (1)

2.2. Calculer le déterminant de la matrice M .

2.3. Calculer, dans i"ensemble € des nombres complexes, les valeurs nropres de M,
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2.4. Monrtrer que, pour tout naturel n supérieur ou égal & 1, la matrice M s’écrit sous la forme :

(1 0 0 \
MT=Pl O N O \;P“

oG \ est un elemant de € 3e module strstement inféraur 3 1 L sCn Zonugué,
!/ i P <
P = !‘ Ty oy T une matrica inversibia 3 eidments compiexes
\ oz
on nig cherchera oas § déterminer ia vaisL - “es 2iéments des deux cerniéras colonnes de P},

F =: b D D} asTi@matnice invarcs ge S

]

-/
[}
()
(g]

{on ne cherchera pas ici & calculer la valeur des éiémentsde P~ 1) .

Questicn 3

On dit qu une cnte de marricss 10 Jetyer imow oo 2 éidments dans T converge vers
dne matrice L &= yog e m k30 quand notenT wecs Ulnning s et seuisment si quels que soient
i lLigsism, ‘: = i= 7., iasuite u.l 1N} Ces e.cmenis o ia eme tiarig et .2 ;7% colonne des rnatrices
U, converge vers i'é;.ement %_-j ce L iorscus 0o tend vers Jinin,

On note alors L = lim U,
nN—owx

On admettra le resultat suivant :

Etant donné une suite (U ) | de matrices de type (m x q) & éléments dans € qui converge
n=

=

vers la matrice L, lorsque n tend vers I'infini et V , W deux matrices telles que les produits V.L et L.W
soient définis, on a alors :

lim V.U =V.L et limU_ .W=LW.

n—w N—>wx

3.1. Montrer que la suite de matrices (i}’ ’) ., 1 converge et calculer sa limite.

3.2. Sowntu—’a )1 i3 etV:(vij)Ts iz 2
Tsjg 3 1=sj=3

deux matrices telies que la somme des éléments de chaque colonne de chacune d’elles soit
égale a 1. Montrer qu’il en est de méme pour la matrice U.V .

3.3. Déduire de ce qui précéde les valeurs des éiémentsa, a’, a’’ de la matrice P~

kS

3.4. Montrer que les suites ( ; (n) (oza (n)> ; et <cx3 (n)>n _ 1 Convergent.

Calculer ieurs limites.



